МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ, МОЛОДІ ТА СПОРТУ

Національний авіаційний університет

ЙМОВІРНІСНІ ОСНОВИ ОБРОБКИ

СИГНАЛІВ ТА ДАНИХ

Лабораторний практикум

для студентів напрямів підготовки

6.050801 «Мікро- та наноелектроніка»,

6.050802 «Електронні пристрої та системи»

Київ 2012
УДК
ББК



Укладачі: І. Ф. Бойко, Є. С. Іваницький



Рецензенти М. В. Мислович, І. Г. Прокопенко, О. І. Рибін


Затверджено методично-редакційною радою Національного авіаційного університету (протокол №   від    .   .2012 р.)


Ймовірнісні основи обробки сигналів та даних: Лабораторний практикум. /Уклад. І. Ф. Бойко, Є. С. Іваницький. – К.: НАУ, 2012. – 32 с.


Уміщує вісім лабораторних робіт, присвячених експериментальному дослідженню ймовірнісних характеристик випадкових подій та випадкових величин, як одновимірних, так і двовимірних. Розглядаються випадкові величини з рівномірним, пуассонівським та нормальним розподілами, досліджуються їх функціональні перетворення.


Для студентів, напрямів підготовки 6.050801 «Мікро- та наноелектроніка» і 6.050802 «Електронні пристрої та системи».

Вступ

Метою лабораторних робіт є набуття студентами навиків та вмінь у проведенні експериментальних досліджень при вивченні теоретико-ймовірнісних характеристик випадкових подій і випадкових величин, функціональних перетворень останніх, порівнянні експериментальних та розрахункових результатів,  а також у поглибленні та конкретизації програмного матеріалу, що вивчається в лекційній частині дисципліни  «Ймовірнісні основи обробки сигналів та даних». Лабораторні роботи виконуються студентами із використанням ПЕОМ під керівництвом викладача.

Перед початком виконання лабораторних робіт студенти в лабораторії в лабораторії проходять інструктаж з техніки безпеки, правил якої зобов’язані дотримуватися в ході виконання робіт.

Перед початком кожної лабораторної роботи студенти повинні:

· ознайомитись з описом роботи, завданням на виконання лабораторної роботи та методикою і послідовністю проведення експериментів, які пропонуються;

· виконати, якщо це потрібно, попередні розрахунки;

· підготувати необхідні бланки, таблиці для запису експериментальних даних та оформлення протоколів досліджень.


Протокол лабораторної роботи складається кожним студентом самостійно і повинен містити:

· назву та мету лабораторної роботи;

· запис та, якщо це потрібно, зображення вихідних даних;

· результати та таблиці попередніх розрахунків;

· таблиці вимірювань і обчислень, отримані в ході експериментів, та  побудовані у відповідності з ними графіки;

· висновки з обмірковуванням результатів роботи.

Готовність студента до виконання лабораторної роботи контролюється викладачем, який проводить заняття, перед початком експерименту.

Повністю оформлений звіт з лабораторної роботи подається викладачеві та захищається студентом на наступному після виконання роботи занятті.
Лабораторна робота 1

ДОСЛІДЖЕННЯ СТАТИСТИЧНИХ ЧАСТОТ
ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Мета роботи: дослідити властивості статистичних частот випадкових подій, що визначаються на основі випадкових величин, та ознайомитись на практиці зі статистичним означенням ймовірності.

Короткі теоретичні відомості


Згідно з означенням [1], випадковою називають подію, яка в результаті проведення стохастичного експерименту (досліду) може відбутися, а може і не відбутися. Позначають випадкові події великими латинськими літерами 
[image: image1.wmf]...
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Приклади випадкових подій:

1.  Випадання герба при однократному підкиданні монети.

2.  Випадання парної кількості очок при однократному киданні грального кубика.


3. Попадання кулі в мішень при однократному пострілові.


4. Проліт електрона через напівпровідниковий 
[image: image2.wmf]p
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5. Відмова деякого електронного пристрою протягом 100 годин роботи.


Окрім випадкових подій розглядають також детерміновані події, які в свою чергу поділяють на вірогідні і неможливі. Вірогідною називають подію, яка завжди відбувається при проведенні досліду. Позначається літерою 
[image: image3.wmf]W

. Неможливою є подія, яка ніколи не відбувається при проведенні досліду. Позначається літерою 
[image: image4.wmf]Æ

.


Прикладом вірогідної події є випадіння не менше одного очка при киданні грального кубика. Неможливою є подія, яка полягає в випадінні  парної і непарної кількості очок при однократному киданні грального кубика.


Події характеризують явища з якісної сторони. Кількісну сторону явищ  описують випадкові величини. Випадковою називають величину, яка в результаті проведення досліду може прийняти те чи інше значення з певної множини числових значень (скінченої, зліченої чи континуальної). При цьому вказати заздалегідь (до проведення експерименту) яким конкретно буде це значення неможливо. Іншими словами, область всіх можливих значень випадкової величини відома, а те конкретне значення, якого вона набуде в результаті досліду, заздалегідь невідоме.


Випадкові величини позначають, як правило, грецькими літерами 
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, а значення, яких вони можуть набувати – літерами 
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 з відповідними індексами, або без них. На основі випадкових величин можна задавати різні випадкові події. Наприклад, 
[image: image7.wmf]{
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 означає випадкову подію, яка полягає в тому, що випадкова величина 
[image: image8.wmf]x

 в результаті досліду набуде значення 
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. Іншим прикладом є подія 
[image: image10.wmf]{
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, яка полягає в тому, що випадкова величина 
[image: image11.wmf]x

 набуде значення, яке лежить в напіввідкритому інтервалі 
[image: image12.wmf][
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 і можуть приймати як скінченні значення, так і прямувати до нескінченності.


З одним і тим же стохастичним експериментом пов’язані різноманітні випадкові події, у яких шанси  з’явитися у результаті проведення досліду можуть бути різні. Так, наприклад, у електронного пристрою шанси пропрацювати безвідмовно протягом 100 годин більші, ніж протягом 1000 годин. Кількісною мірою шансів появи в результаті досліду тієї чи іншої випадкової величини є ймовірність 
[image: image14.wmf]R

 [2, 3]. Це об’єктивна характеристика, яка притаманна кожній випадковій величині. Ймовірність будь-якої випадкової події 
[image: image15.wmf]A

 задовольняє нерівності 
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. Зокрема, ймовірність вірогідної події 
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, ймовірність неможливої події 
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Існує декілька означень ймовірності. В теорії ймовірностей широко відомими означеннями є  статистичне, класичне і аксіоматичне [3, 5]. Найбільш близьким до практики є статистичне означення ймовірності. Вводиться воно на основі поняття відносної частоти або частості випадкової події.


На основі випадкової величин 
[image: image19.wmf]x

 означимо випадкову подію 
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. Прикладом такої випадкової події може бути значення напруги на виході електронного пристрою, що знаходиться в усталеному режимі. Тоді подія 
[image: image21.wmf]A

 полягає в тому, що напруга на виході лежить в межах від 
[image: image22.wmf]1
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 до 
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. Робиться 
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 випробувань, тобто послідовно виконується 
[image: image25.wmf]N

 вимірювань напруги на виході пристрою. Якщо виміряне значення випадкової величини попадає в указані межі, то подія 
[image: image26.wmf]A

 відбувається. Нехай в таких умовах подія 
[image: image27.wmf]A

 виникла 
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 разів, де  звичайно 
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 носить назву частоти події 
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.Тоді відносна частота події 
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 при 
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 випробуваннях
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Основні властивості частості:

1. Значення частості будь-якої події лежить в межах від 0 до 1, тобто 
[image: image35.wmf](
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. Зокрема, для вірогідної події частість 
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2. При 
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 значення частості для будь-якої події дорівнює або 
[image: image39.wmf]0

, або 
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3. Частість для випадкової події при повторенні 
[image: image41.wmf]N

 випробувань,  де 
[image: image42.wmf]1
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, набуває різних значень, які будуть «коливатися»  навколо  деякої  константи  
[image: image43.wmf]p
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події. При збільшенні кількості випробувань 
[image: image44.wmf]N

 величина таких відхилень зменшується. Кажуть, що частість має властивість статистичної стійкості.

4. Частість двох несумісних подій 
[image: image45.wmf]A

 і 
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, тобто, коли 
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, дорівнює сумі частостей цих подій, що аналітично запишеться так:
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Константу 
[image: image49.wmf]p

, до якої прямує відносна частота 
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 події 
[image: image51.wmf]A

 при необмеженому збільшенні кількості випробувань, називають її ймовірністю, тобто
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Це і є статистичне означення ймовірності події.

Завдання до лабораторної роботи


В процесі лабораторної роботи студент має дослідити властивості відносних частот  для двох випадкових величин, які визначаються студентом на основі випадкових величин, що задаються викладачем. Для цього можна скористатись таблицями математичної статистики [6].

Порядок виконання роботи
1. Запустити генератор випадкових величин з рівномірним розподілом в діапазоні (0,1). Кількість значень випадкової величини, що генеруються, задається викладачем.

2. Підрахувати відносну частоту попадання значень випадкових  величин у заданий викладачем діапазон для різних їх кількостей.

3. Запустити генератор випадкових величин з нормальним розподілом. Характеристики генератора задаються викладачем.

4. Підрахувати відносну частоту попадання випадкових величин у заданий викладачем діапазон.

Контрольні питання
1. Як визначається частота події в серії із випробувань?

2. Що таке відносна частота події?

3. Чому дорівнює відносна частота події при однократному випробуванні?

4. Запишіть формулу знаходження відносної частоті суми двох несумісних подій.

5. Як визначається ймовірність події на основі поняття її відносної частоти?

6. Чому дорівнює відносна частота неможливої події?

7. Чому дорівнює відносна частота вірогідної події?

Лабораторна робота 2

ГРАНИЧНІ ТЕОРЕМИ В СХЕМІ БЕРНУЛЛІ

Мета роботи: дослідити на практиці збіжність асимптотичних формул, що означені граничними теоремами Пуассона та Муавра-Лапласа, до формули Бернуллі.

Короткі теоретичні відомості

Нехай виконується 
[image: image53.wmf]n

 незалежних випробувань, в кожному із яких ймовірність появи випадкової події 
[image: image54.wmf]A

 є незмінною величиною і дорівнює 
[image: image55.wmf]p

. Ймовірність не появи події 
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 в кожному із випробувань 
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де введено позначення
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При практичному застосуванні як формули (2.1), так і формули (2.2), виникають значні труднощі обчислювального характеру при великих значеннях  чисел 
[image: image64.wmf]n

 і 
[image: image65.wmf]m

. Потрібно знайти наближені формули, які б забезпечували потрібну точність обчислення ймовірності 
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 при значному скороченні обсягів обчислень. Такі формули дають так звані граничні теореми, які дозволяють обчислювати ймовірність 
[image: image67.wmf](
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 з досить малою похибкою. При цьому, чим більше значення 
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, тим похибка буде меншою. Найбільш відомими є три граничні теореми. Перша теорема носить назву теореми Пуассона і вона застосовується у тому випадку, коли кількість випробувань 
[image: image70.wmf]n

 велика, а ймовірність появи події 
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Теорема Пуассона. Нехай кількість випробувань необмежено збільшується (
[image: image74.wmf]¥
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), а ймовірність появи події 
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 в кожному із випробувань необмежено зменшується (
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 задовольняє наступному асимптотичному співвідношенню:
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Дві наступні теореми стосуються того випадку, коли ймовірність появи події 
[image: image81.wmf]A

 в серії із 
[image: image82.wmf]n

 незалежних випробувань не є ні великою, ні малою. Це теореми Муавра-Лапласа.


Локальна теорема Муавра-Лапласа. Якщо ймовірність 
[image: image83.wmf]p

 появи події 
[image: image84.wmf]A

 в кожному випробуванні є постійною і відмінною від нуля і одиниці 
[image: image85.wmf](
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, а кількість випробувань 
[image: image86.wmf]n

 досить велика, то ймовірність 
[image: image87.wmf](
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 може бути обчислена за наближеною формулою
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де 
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Похибка обчислення ймовірності 
[image: image90.wmf](
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 за формулою (2.4) тим менша, чим більшим є значення 
[image: image91.wmf]n

.


Можливі випадки, коли потрібно обчислити ймовірність того, що в 
[image: image92.wmf]n

 незалежних випробуваннях подія 
[image: image93.wmf]A

 відбудеться не менше 
[image: image94.wmf]1
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 разів але не більше 
[image: image95.wmf]2
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 разів 
[image: image96.wmf](
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, тобто потрібно знайти ймовірність 
[image: image97.wmf](
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. Використовуючи формулу (2.1), для такої ймовірності можемо записати
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Для цього використовують інтегральну теорему Муавра-Лапласа.


Інтегральна теорема Муавра-Лапласа. Якщо ймовірність 
[image: image101.wmf]p

 появи події 
[image: image102.wmf]A

 в кожному випробуванні є постійною і відмінною від нуля і одиниці 
[image: image103.wmf](

)

1

0

¹

¹

p

,

p

, а кількість випробувань 
[image: image104.wmf]n

 досить велика, то ймовірність 
[image: image105.wmf](
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 може бути обчислена за наближеною формулою
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де введені такі позначення:
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Приблизна рівність в (2.6) тим точніша, чим більшою є кількість випробувань 
[image: image109.wmf]n

.

Завдання до лабораторної роботи


Для випадкових подій 
[image: image110.wmf]A

 і 
[image: image111.wmf]B

, із яких перша підпадає під умови теореми Пуассона, а друга – теореми Муавра-Лапласа, підрахувати ймовірності 
[image: image112.wmf](
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 і 
[image: image113.wmf](
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, де верхній індекс в круглих дужках вказує, якій події відповідає ймовірність, при різних значеннях 
[image: image114.wmf]n

 (рекомендується брати значення 10, 100, 500, 1000) і фіксованому значенні 
[image: image115.wmf]m

 за формулою Бернуллі (2.1) і за формулами (2.3) (для події 
[image: image116.wmf]A

) і (2.4) (для події 
[image: image117.wmf]B

). За  результатами розрахунків знайти похибку наближення 
[image: image118.wmf]n

D

 при різних значеннях 
[image: image119.wmf]n

, побудувати графік залежності похибки від кількості випробувань 
[image: image120.wmf]n

.


Похибка для події 
[image: image121.wmf]A

 обчислюється як різниця між ймовірностями, обчисленими за формулами (2.1) і (2.3), для події В – як різниця між ймовірностями, обчисленими за формулами (2.1) і (2.4).


Для випадкової події 
[image: image122.wmf]B

 на основі формули (2.6) обчислити при 
[image: image123.wmf]50
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 ймовірність 
[image: image124.wmf](
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 і порівняти її із ймовірністю, обчисленою на основі формули Бернуллі (2.5).

Порядок виконання роботи
1. Получити від викладача данні подій
[image: image125.wmf]A

та 
[image: image126.wmf]B

;

2. Використовуючи Mathcad або MatLab провести потрібні розрахунки;

3. Побудувати графік залежності похибки від кількості вопробувань

Контрольні питання

1. Коли послідовність випробувань є незалежною?

2. Яка послідовність випробувань є бернуллієвською?

3. Запишіть формулу Бернуллі.

4. За яких умов застосовується теорема Пуассона для наближення формули Бернуллі?

5. За яких умов застосовується локальна теорема Муавра-Лапласа для наближення формули Бернуллі?

6. Сформулюйте інтегральну теорему Муавра-Лапласа.

Лабораторна робота 3

ДОСЛІДЖЕННЯ АПРІОРНИХ і апостеріорних
ЙМОВІРНОСТЕЙ

Мета роботи: ознайомитись на практиці з означенням та властивостями умовних ймовірностей в рамках схеми гіпотез і провести дослідження апріорних і апостеріорних ймовірностей на основі формул повної ймовірності і Байєса.

Короткі теоретичні відомості

Розглянемо дві випадкові події 
[image: image127.wmf]A

 і 
[image: image128.wmf]B

. Між ними можливі два варіанти стохастичного зв’язку. Перший варіант зводиться до того, що поява  в результаті випробування події 
[image: image129.wmf]A

 ніяк не впливає на ймовірність появи події 
[image: image130.wmf]B

. В цьому випадку і поява події 
[image: image131.wmf]B

 не впливає на ймовірність появи події 
[image: image132.wmf]A

. Такі випадкові події є стохастично незалежні.

Другий варіант зводиться до наступного: поява події 
[image: image133.wmf]A

 впливає на ймовірність появи події 
[image: image134.wmf]B

. У цьому випадку і поява події 
[image: image135.wmf]B

 впливає на ймовірність виникнення події 
[image: image136.wmf]A

. Кажуть, що події 
[image: image137.wmf]A

 і 
[image: image138.wmf]B

 є стохастично залежними.

Для стохастично залежних подій вводиться поняття умовної ймовірності. Так умовна ймовірність події 
[image: image139.wmf]A

 за умови, що виникла подія 
[image: image140.wmf]B

позначається як 
[image: image141.wmf](
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де вважається, що 
[image: image143.wmf](
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Аналогічно для умовної ймовірність події 
[image: image144.wmf]B

 за умови, що виникла подія 
[image: image145.wmf]A

, маємо
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Із формул (3.1) і (3.2) випливають дві рівноправні формули множення ймовірностей:
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Розглянемо тепер деяку випадкову подію 
[image: image150.wmf]A

, яка виникає лише як наслідок появи однієї із подій


[image: image151.wmf]n
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які утворюють повну групу подій [3, 5]. Випадкові події (3.5) прийнято називати гіпотезами.

Нехай відомі ймовірності гіпотез 
[image: image152.wmf](

)

n

,

i

,

H

i

1

=

R

 і умовні ймовірності події 
[image: image153.wmf]A

: 
[image: image154.wmf](
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. Оскільки подія 
[image: image155.wmf]A

 може виникнути лише із однією із гіпотез (3.5), то її можна записати як суму несумісних подій 
[image: image156.wmf]n
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Тоді, згідно з правилом додавання ймовірностей несумісних подій [1], для ймовірності події 
[image: image158.wmf]A

 маємо


[image: image159.wmf](
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Врахувавши в правій частині останнього співвідношення формулу множення ймовірностей (3.4), остаточно отримаємо


[image: image160.wmf](
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Формула (3.7) дає можливість обчислити безумовну ймовірність події 
[image: image161.wmf]A

 і носить назву формули повної ймовірності.


Знову розглянемо ту ж випадкову подію 
[image: image162.wmf]A

 і одну із гіпотез (3.5), наприклад, 
[image: image163.wmf]k
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. На основі формул (3.3) і (3.4) для ймовірності добутку подій 
[image: image165.wmf]A

 і 
[image: image166.wmf]k
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можемо записати


[image: image167.wmf](
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Враховуючи другу рівність в (3.8), отримаємо


[image: image168.wmf](
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Підставивши в (3.9) безумовну ймовірність події 
[image: image169.wmf]A

 із (3.7), отримаємо співвідношення:
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яке отримало назву формули Байєса.

Ймовірності 
[image: image171.wmf](
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 носять назву апостеріорних, а умовні ймовірності 
[image: image172.wmf](
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 - апостеріорними. Апріорні ймовірності – це знання про події 
[image: image173.wmf]n
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 до проведення стохастичного експерименту, а апостеріорні ймовірності – це знання про події 
[image: image174.wmf]n
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 після проведення стохастичного експерименту, коли відбулась подія 
[image: image175.wmf]A

.
Завдання до лабораторної роботи


За рекомендаціями викладача задатися послідовністю гіпотез 
[image: image176.wmf]n
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 (
[image: image177.wmf]n

 вибрати в межах від 5 до 10). Поява кожної із гіпотез тягне за собою появу однієї і лише однієї з подій 
[image: image178.wmf]A

, 
[image: image179.wmf]B

 або 
[image: image180.wmf]C

. Слід задатись апостеріорними ймовірностями 
[image: image181.wmf](
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 та умовними ймовірностями
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[image: image185.wmf]n
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. Розрахувати безумовні ймовірності подій 
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 та апостеріорні ймовірності гіпотез 
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Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача послідовність гіпотез 
[image: image192.wmf]n
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2. Отримати від викладача апостеріорні та умовні ймовірності гіпотез та подій

3. Розрахувати безумовні ймовірності подій та апостеріорні ймовірності гіпотез використовуючи математичні пакети програм.
Контрольні питання

1. Наведіть означення умовної ймовірності випадкової події?

2. Які події називаються стохастично незалежними?

3. Запишіть формулу множення ймовірностей.

4. Що таке повна група подій?

5. Запишіть формулу для повної ймовірності події 
[image: image193.wmf]A

 в схемі гіпотез.

6. Що таке апріорні ймовірності?

7. Запишіть формулу Байєса.

8. Охарактеризуйте поняття апостеріорної
Лабораторна робота 4

ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ З РІВНОМІРНИМ РОЗПОДІЛОМ

Мета роботи: ознайомитись на практиці з рівномірним розподілом та його теоретико-ймовірнісними характеристиками.

Короткі теоретичні відомості

Рівномірним розподілом описуються як неперервні, так і дискретні випадкові величини. Розглянемо спочатку дискретну випадкову величину 
[image: image194.wmf]h

, область значень якої 
[image: image195.wmf]{
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)

n

,

i

,

n

x

p

i

i

1

1

=

=

=

h

R

=

.                 (4.1)

Бачимо, що для розподілу (4.1), як і для будь-якого розподілу ймовірностей дискретної випадкової величини, виконується рівність 
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Математичне сподівання дискретної випадкової величини 
[image: image199.wmf]h
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тобто співпадає з середньо арифметичним її значень.

Дисперсія дискретної випадкової величини 
[image: image201.wmf]h

 з рівномірним розподілом (4.1)


[image: image202.wmf](

)

(

)

å

å

=

h

=

h

-

=

-

=

h

n

i

i

n

i

i

i

a

x

n

p

a

x

D

1

2

1

2

1

.

Розглянемо тепер неперервну випадкову величину 
[image: image203.wmf]x

 з рівномірним законом розподілу, область значень якої 
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X



 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf][
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 та з тієї ж причини, що і для дискретної випадкової величини з рівномірним розподілом (див. зноску на стор. 1),  
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. Для такої випадкової величини щільність розподілу ймовірностей
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Функція розподілу ймовірностей
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Математичне сподівання неперервної випадкової величину 
[image: image211.wmf]x

 з рівномірним законом розподілу
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Дисперсія неперервної випадкової величини 
[image: image213.wmf]x

 з рівномірним розподілом (4.2)
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Як бачимо із наведених вище формул (4.2) - (4.5), рівномірний розподіл неперервної випадкової величини повністю визначається двома параметрами 
[image: image215.wmf]a

  і 
[image: image216.wmf]b

, що задають границі області значень цієї випадкової величини.

Завдання до лабораторної роботи

1. На основі заданих викладачем  областями значень 
[image: image217.wmf]1

X

  і 
[image: image218.wmf]2

X

 дискретної і неперервної випадкових величин відповідно з рівномірним розподілом обчислити їх теоретико-ймовірнісні характеристики (розподіл, щільність розподілу, функцію розподілу, математичне сподівання, дисперсію) і побудувати відповідні залежності.

2. За заданими викладачем значеннями математичного сподівання 
[image: image219.wmf]x
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 і дисперсії 
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 неперервної випадкової величини 
[image: image221.wmf]x

  розрахувати та побудувати графіки її щільності розподілу 
[image: image222.wmf](
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 і функції розподілу ймовірностей 
[image: image223.wmf](
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Порядок виконання роботи
1. Згенерувати за допомогою генераторів випадкових величин величини з рівномірним розподілом в заданому викладачем діапазоні

2. Обчислити імовірнісні характеристики згенерованої послідовності та порівняти з теоретичними.

3. Побудувати графіки щільності розподілу 
[image: image224.wmf](
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 та функції розподілу ймовірностей 
[image: image225.wmf](

)

x

F

.

Контрольні питання
1.  Дайте означення дискретної випадкової величини.

2.  Запишіть вираз для рівномірного розподілу ймовірностей дискретної випадкової величини.

3.  Як обчислюється математичне сподівання дискретної випадкової величини з рівномірним розподілом?

4.  Для якої дискретної випадкової величини неможливий рівномірний розподіл?

5.  Запишіть вираз для рівномірної щільності розподілу ймовірностей випадкової величини.

6.  Запишіть вираз для функції розподілу ймовірностей рівномірно розподіленої випадкової величини.

7.  Чому дорівнює математичне сподівання рівномірно розподіленої неперервної випадкової величини?

8.  Запишіть вираз для обчислення дисперсії рівномірно розподіленої неперервної випадкової величини.
Лабораторна робота 5

ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ З ПУАССОНІВСЬКИМ законом РОЗПОДІЛу
Мета роботи: ознайомитись на практиці з пуассонівським законом розподілу та його теоретико-ймовірнісними характеристиками.

Короткі теоретичні відомості

Пуассонівським законом розподілу описуються лише дискретні випадкові величини, область значень яких є натуральний  ряд чисел, включаючи нуль, тобто 
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. Розподіл Пуассона має вигляд
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де через 
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 позначено випадкову величину з пуассонівським розподілом; 
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 - параметр пуассонівського розподілу.

Математичне сподівання пуассонівської випадкової величини 
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Дисперсія
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Отже перемет 
[image: image234.wmf]l

 розподілу Пуассона (5.1) співпадає і з математичним сподіванням, і з дисперсією пуассонівської випадкової величини 
[image: image235.wmf]p

. Це визначальна особливість пуассонівського розподілу.

Завдання до лабораторної роботи
За заданим викладачем значенням параметра 
[image: image236.wmf]l

 обчислити та зобразити графічно ряд розподілу (див. табл. 5.1).  На основі отриманого розподілу обчислити ймовірності 
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 і 
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 задаються викладачем.

Таблиця 5.1

Пуассонівський ряд розподілу
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Порядок виконання роботи
1.Отримати від викладача параметри 
[image: image249.wmf]2

1

m

,

m

,

m

,

l

 

2. За допомогою математичних пакетів заповнити табл.5.1 та зобразити графічно отриманий розподіл

3. Обчислити ймовірності 
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Контрольні питання
1. Яких значень може набувати випадкова величина з пуассонівським розподілом?

2. Запишіть вираз для розподілу Пуассона.

3. Чому дорівнює математичне сподівання пуассонівської випадкової величини?

4. Чому дорівнює дисперсія пуассонівської випадкової величини?

5. Сформулюйте граничну теорему Пуассона в схемі Бернуллі.

6. Для яких подій застосовується пуассонівське наближення формули Бернуллі?

Лабораторна робота 6

ВИПАДКОВІ ВЕЛИЧИНИ З НОРМАЛЬНИМ

законом РОЗПОДІЛу
Мета роботи: ознайомитись на практиці з нормальним законом розподілу та його теоретико-ймовірнісними характеристиками.

Короткі теоретичні відомості

Випадкова величина 
[image: image252.wmf]h

 з нормальним законом розподілу належить до неперервних випадкових величин, область значень якої є вся числова вісь, тобто 
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де 
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 - параметри розподілу.

Функція розподілу
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В [2] показано,  що математичне сподівання нормально розподіленої випадкової величини
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а дисперсія
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Це означає, що нормальний розподіл повністю визначається двома параметрами, а саме, математичним сподіванням 
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 і середньоквадратичним відхиленням 
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. У зв’язку з цим нормальний розподіл умовно позначають літерою 
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, а в дужках вказують значення математичного сподівання і середньоквадратичного відхилення, тобто 
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Інтеграл в (6.2), що визначає нормальну функцію розподілу, не виражається через елементарні функції, Тому на практиці для обчислень, пов’язаних з нормальним розподілом застосовують спеціальну функцію
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яка пов’язана з 
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Знайдемо ймовірність події 
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, яка полягає в тому, значення випадкової величини 
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 з нормальним розподілом (6.2) лежить в інтервалі 
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. Скориставшись щільністю розподілу ймовірностей (6.1), запишемо
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 EMBED Equation.3  [image: image281.wmf](
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Для обчислення різниці 
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 в (6.4) слід виразити функцію розподілу (6.2) через спеціальні функції 
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 з нульовим математичним сподіванням і одиничною дисперсією. Отже маємо
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Завдання до лабораторної роботи

Для заданих викладачем значень математичного сподівання 
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 записати аналітичні вирази нормальних щільностей та функцій розподілу ймовірностей 
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 – випадкова величина з розподілом 
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Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача значення математичних сподівань 
[image: image313.wmf]1
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 і 
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 та дисперсій 
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2. Построїти графіки щільностей та функцій розподілу ймовірностей 
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3. За допомогою математичних пакетів розрахувати ймовірності подій 
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Контрольні питання
1. В яких межах лежать значення нормально розподіленої випадкової величини?

2. Запишіть вираз для щільності розподілу ймовірностей нормальної випадкової величини.

3. Наведіть вираз для нормальної функції розподілу ймовірностей.

4. Якими параметрами визначається нормальний розподіл?

5. Наведіть вираз для стандартної нормальної щільності розподілу ймовірностей.

6. Як пов’язані між собою інтеграл ймовірності Гаусса і функція Лапласа?

7. У чому полягають операції центрування і нормування випадкової величини?

8. Запишіть вираз для ймовірності попадання нормально розподіленої випадкової величини 
[image: image325.wmf]h

 в інтервалі 
[image: image326.wmf][
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Лабораторна робота 7

ФУНКЦІОНАЛЬНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Мета роботи: ознайомитись на практиці з методами визначення розподілів випадкових величин, отриманих шляхом функціональних перетворень інших випадкових величин.

Короткі теоретичні відомості

Нехай 
[image: image327.wmf]x

 неперервна випадкова величина зі щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image328.wmf](
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 можуть мати як скінченні, так і нескінченні значення. Із цієї випадкової величини, застосувавши до неї функціональне перетворення 
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Розглянемо спочатку випадок, коли функція  
[image: image339.wmf](
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Похідна в правій частині співвідношення (7.1) береться за модулем у зв’язку з тим, що вона може бути як додатна (при зростанні функції  
[image: image343.wmf](
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Нехай тепер функція 
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 немонотонна, тобто на певних ділянках зростає, а на інших спадає. Така функція має екстремуми. Між екстремумами функція змінюється монотонно. Нехай кількість таких ділянок монотонності 
[image: image346.wmf]n

. Звичайно 
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 може бути як скінченним, так і нескінченним (зліченим, якщо функція 
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 - періодична). Кожній такій ділянці монотонності відповідає своя обернена функція 
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. Тоді для щільності розподілу ймовірностей випадкової величини 
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 будемо мати таке співвідношення:
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Завдання до лабораторної роботи


За заданими викладачем щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image353.wmf](
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 випадкової величини 
[image: image354.wmf]x

 та лінійним (монотонне) і квадратичним (немонотонне) перетвореннями знайти, на основі співвідношень (7.1) і (7.2), відповідні аналітичні вирази для щільностей розподілу ймовірностей нових, утворених на основі перетворень, випадкових величин. Побудувати графічні зображення знайдених щільностей, знайти відповідні їм математичні сподівання і дисперсії. Порівняти знайдені теоретико-ймовірнісні характеристики з відповідними характеристиками випадкової величини 
[image: image355.wmf]x

.

Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача значення щільності розподілу ймовірностей 
[image: image356.wmf](
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 та нових перетворень. Провести перетворення.

2. Побудувати графічні зображення знайдених щільностей, знайти відповідні їм математичні сподівання і дисперсії
3. Порівняти знайдені теоретико-ймовірнісні характеристики з відповідними характеристиками випадкової величини 
[image: image357.wmf]x

.
Контрольні питання
1. Як знаходиться щільність розподілу випадкової величини 
[image: image358.wmf](
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 - випадкова величина із функцією розподілу 
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 монотонно зростає?

2. Записати вираз для знаходження щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
[image: image362.wmf](
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 - випадкова величина із щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image364.wmf](
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 має один екстремум.

3. Записати вираз для знаходження щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
[image: image366.wmf](
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 - випадкова величина з відомою щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image368.wmf](
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4. Як знайти математичне сподівання випадкової величини 
[image: image370.wmf](
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 - випадкова величина з відомою щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image372.wmf](
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5. Як знайти дисперсію випадкової величини 
[image: image373.wmf](
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 - випадкова величина з відомою щільністю розподілу ймовірностей 
[image: image375.wmf](
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Лабораторна робота 8

ДВОВИМІРНИЙ НОРМАЛЬНИЙ ЗАКОН РОЗПОДІЛОМ

Мета роботи: ознайомитись на практиці з двовимірним нормальним законом розподілу та його теоретико-ймовірнісними характеристиками.

Короткі теоретичні відомості

Розглянемо двовимірну випадкову величину 
[image: image376.wmf](
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 - одновимірні неперервні випадкові величини. Будемо позначати значення випадкової величини 
[image: image379.wmf]x

 через 
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, а випадкової величини 
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 - через 
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. Тоді двовимірна випадкова величина 
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 називається розподіленою за нормальним законом, якщо її щільність розподілу ймовірностей 
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 - параметри розподілу, які мають наступний зміст:
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 - математичне сподівання випадкової величини 
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 - середньоквадратичне відхилення випадкової величини 
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 - середньоквадратичне відхилення випадкової величини 
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 - коефіцієнт кореляції випадкових величин 
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Отже двовимірний нормальний розподіл повністю визначається п’ятьма параметрами: 
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На основі двовимірного нормального розподілу (8.1) можна визначити маргінальні розподіли (одновимірні): щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
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і щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
[image: image412.wmf]h
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Якщо випадкові величини 
[image: image415.wmf]x

 і 
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 - некорельовані, тобто коефіцієнт кореляції 
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, то права частина співвідношення (8.1) набуде вигляду


[image: image418.wmf](

)

(

)

(

)

ê

ê

ë

é

ú

ú

û

ù

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

-

+

s

-

-

s

ps

=

h

h

x

x

h

x

2

2

2

2

2

1

2

1

a

y

a

x

exp

y

,

x

p

,

або, враховуючи вирази (8.2) і (8.3), можна записати
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Із останнього співвідношення випливає, що такі випадкові величини також є і стохастично незалежні. Таким чином, для нормально розподілених випадкових величин поняття некорельованості і стохастичної незалежності еквівалентні.

Нехай 
[image: image420.wmf]G

 деяка двовимірна область, що належить площині 
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. Тоді ймовірність того, що випадкова точка, тобто точка, координати якої відповідають значенням випадкових величин 
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 і 
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 з сумісним розподілом (8.1) попаде в область 
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 можна  записати так:
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Підрахувати таку ймовірність аналітично досить складно. Але якщо випадкові величини 
[image: image428.wmf]x

 і 
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 стохастично незалежні, а область 
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де 
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 - функція Лапласа (див. формулу (6.3)).

Завдання до лабораторної роботи

За заданими викладачем значеннями параметрів 
[image: image437.wmf]x
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, 
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 і 
[image: image441.wmf]r

 розрахувати та побудувати графічне зображення двовимірного нормального розподілу (8.1). Знайти ймовірність попадання випадкової точки 
[image: image442.wmf](
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 в прямокутник 
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. Значення координат 
[image: image444.wmf],
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 вибираються студентами з урахуванням рекомендацій викладача. Дослідити вплив параметрів 
[image: image447.wmf]x
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 і 
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 на вид двовимірної щільності розподілу ймовірностей (8.1).
Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача параметри 
[image: image452.wmf]x
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. З  допомогою математичних пакетів розрахувати та побудувати графічне зображення двовимірного нормального розподілу
2. Отримати  значення координат 
[image: image457.wmf],
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 та знайти ймовірність попадання випадкової точки 
[image: image460.wmf](
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 в прямокутник 
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3. Почергово міняючи параметри 
[image: image462.wmf]x

a

, 
[image: image463.wmf]h

a

, 
[image: image464.wmf]x

s

, 
[image: image465.wmf]h

s

 і 
[image: image466.wmf]r

дослідити їх вплив на вид двовимірної щільності розподілу ймовірностей.  
Контрольні питання


1. Запишіть вираз для сумісної щільності розподілу ймовірностей двох стохастично незалежних нормально розподілених випадкових величин.


2. Якими параметрами визначається двовимірний нормальний розподіл?


3. У чому полягає особливість співвідношення між поняттями некорельованості і стохастичної незалежності для нормальних випадкових величин?


4. Яким співвідношенням  визначається ймовірність попадання випадкової точки 
[image: image467.wmf](
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 з нормальним сумісним розподілом в довільну двовимірну область 
[image: image468.wmf]G

?


5. Запишіть вираз для функції розподілу ймовірностей нормальної двовимірної випадкової величини 
[image: image469.wmf](
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x
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.
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